Domaci zabava z Kombinatorické teorie her, 10. série

Veskera tvrzeni precizné zduvodnéte.

(10.1) Dokazte nasledujici tvrzeni z prednasky. Rozfazované tak sami dokaZete néco o piskvorkach n?.
(i) Ve hie n? prochazi kazdym bodem nejvyse (3¢ — 1)/2 vyhravajicich linii.
(ii) Necht F je hypergraf, jehoz vSechny hrany maji velikost alespoii n a kazdy vrchol lezi v nejvyse
n/2 hranach. Potom pro F existuje parovaci remizové strategie.
(iii) Pro hru n?, n > 39 — 1, existuje parovaci remizové strategie. 3 body

(10.2) Uvazujme tuto inverzni silnou poziéni hru: dva hradi zabiraji hrany tplného grafu K, kdo vytvofi
K3 s hranami své barvy prohral.

(i) Ukaite, Ze 1.1 2. hrac se dokéie ubrénit po dobu mensi ne 3 () taht (neboli dokud je zabrédno
méné nez polovina hran). Jinymi slovy, ukazte, Ze existuje obranna strategie pouzitelnd obéma
hréci, ktera bude fungovat po dobu t < %(g) taht. 2 body

(ii) Ukazte, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N tak, ze kazda hra na K,, pro n > no musi skoncit
né¢im vitézstvim po [(3 +¢)(})] tazich. (Hint: Najdéte si nékde, kolik maximéalné hran miize
mit graf neobsahujici K} jako podgraf.) 4 body

(10.3) Uvazujme tplny graf G s hranami obarvenymi budto ¢ervené nebo modie. DokaZte, ze graf M =
(V(G),{e € E(G) : e modra}) je souvisly nebo graf R = (V(G), {e € E(G) : e Gervend}) je souvisly.
2 body

(10.4) Dva hraci se sti¥idaji v zabirani prvkd mnoziny M = {1,2,...,n}. Cilem je jako prvni ziskat pod-
mnozinu A C M ¢isel své barvy, které tvori aritmetickou posloupnost délky k. DokaZte, Ze pro
kazdé k € N existuje n € N tak, Zze prvni hra¢ vyhraje tuto hru. (Hint: najit vhodné mapovani na
hyperkrychli) 4 body



